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FEHLERRECHNUNG

Prof. Dr. Jorg Hertling, Techn. Univ. Wien

1. EINFUHRUNG

Die -unehmende Verwendung von elektronischen Rechnern birgt
die Gefahr, numerischen Ergebnissen kritiklos zu vertrauen.
Offensichtlich ist aber ein numerisches Ergebnis ohne eine

Vorstellung Uber dessen Genauigkeit sinnlos.
Die Fehlerquellen konnen in drei Klassen aufgeteilt werden

A) Datenfehler.
B) Rundungsfehler.
C) Verfahrensfehler.

Im allgemeinen wird ein numerisches Ergebnis von all diesen

Fehlerquellen beeinflufit.

ad A) In realistischen Problemen haben Eingabedaten a; im
allgemeinen auf Grund ihrer Herkunft (etwa durch Messung) nur
eine beschrinkte (absolute oder relative) Genauigkeit, man
spricht vom "Daten{ehfer”. Tatsdchlich widre es verninftiger,
davon aus:zugehen, dal die Eingabedaten a; jeweils in einem
Intervall [Ei,ﬁi} liegen. Naturgemidf kann man dann nach der
Rechnung auch von den Ausgabedaten X; Rur erwarten, daB sie
in einem Intervall [Ei’ii] liegen. Diesen Effekt bezeichnet

man als "Caten{ehlerneddekz”.

!Eingabedaten {Ausgabedaten
l - - Algorithmus - -
iai € [gi,ai] ; € [5i,xi]

Ix

Obwohl es Maschinen gibt, die tatsichlich in jedem Schritt

mit Intervallen rechnen, ist dies i.a. zu aufwendig.




- 54 -

Grundsitzlich mufl man aber zwei Klassen von Problemen unter-

scheiden:

1) Probleme, bei denen eine geringe Anderung der Eingabeda-
ten auch eine geringe Anderung des Ergebnisses bewirkt,

Pl

diese Probleme nennt man "gut konditdicniert" oder "azatil”.

2) Probleme, bei denen eine geringe Anderung von Eingabeda-
ten sehr grofie Anderungen des Ergebnisses bewirken, diese
Probleme nennt man "schlecht konditionieai" oder "inszabt«l".

Allgemein nennt man die Empfindlichkeit eines Ergebnisses be-
ziiglich der Anderung eines Datenelements "Kendditacon”.

Dafir sollen nun einige Beispiele gegeben werden.

Bsp.: Stellt man ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen
in zwei Unbekannten graphisch dar, so istdas Problem schlecht
konditioniert, wenn die beiden Geraden einen "schleifenden"
Schnitt aufweisen; eine leichte Anderung des Anstiegs eirer
der beiden Geraden kann dann nimlich eine sehr grofle Ver-
schiebung des Schnittpunktes (d.h. der Lésung) bewirken. Ist
der Schnitt nicht schleifend, so ist das Problem gut kondi-

tioniert.

Bsp.: L8st man ein Anfangswertproblem fiir eine gewdhnliche

Differentialgleichung erster Ordnung, numerisch (etwamit dem
Eulerverfahren), so istdieses Problem bei einem ':zusammenlau-
fenden" Richtungsfeld gut konditioniert; bei einem '"auseinan-
derlaufenden” Richtungsfeld ist das Problem schlecht kondi-

ioniert, weil man dann schon nach wenigen Schritten des Ver-
fahrens auf eine andere Ldsungskurve gerdt als jene, die dem

Anfangswert entspricht.




.55 .

/

> \ \ 3

gut konditioniert schlecht konditioniert

Bsp.: Die Ritzsche Achsenkonstruktion ist verschieden kondi-
tioniert, je nachdem, ob die konjugierten Durchmesser schon

nahe-u orthogonal sind, oder nicht.

ad B) Der Algorithmus kann durchgefiihrt werden auf

a) Analogrechnern:
Dabei werden mathematische Gréfen und Algorithmen

durch "kontinuierliche" physikalische Gréfien (z.B.
Lingen oder Spannungen) und physikalische Vorgdnge
simuliert. Beispiele dafir sind etwa der Rechen-
schieber und das Planimeter. Auf Analogrechnern ist
die Genauigkeit durch die physikalische Meflgenauig-

keit begrenzt.

b) Digitalrechnern:
Dabei werden mathematische Grdfen und Algorithmen

durch "diskrete" physikalische Zustinde und Verknip-
fungen simuliert, die den arithmetischen Verknlpfun-
gen entsprechen. Beispiele dafiir sind der Abacus und
die iblichen elektronischen Taschenrechner. Auf Di-

gitalrechnern ist die Genauigkeit durch die Zahldar-
stellung begrnzt. Es treten daher Rundungs{ehlen auf.
vatiirlich kénnen sich bei schlecht konditionierten

Problemen auch die Rundungsfehler verheerend auswir-

ken.
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Unsere weiteren Betrachtungen gelten ausschlieflich Digital-

rechnern.

ad C) Selbst bei rundungsfehlerfreier Rechnung liefern viele
Algorithmen nach endlich vielen Schritten die "Ldsung'" :zwar
beliebig genau, aber gewdhnlich nicht exakt, man spricht vcm
Abbrech4ehlfen. Es sind keine infinitesimalen Operaticnen und
Grenzprozesse moglich. Differentialquotienten miissen i.a.
durch Differenzenquotienten ersetzt werden. Den hierbei auf-
tretenden Fehler bezeichnet man als Ddiskretdisdierungsienfen.
Fehler treten auf, wenn man, wie etwa bei der Interpolation
oder Approximation eine Funktion durch eine "Ersat:funktion”
aus einer bestimmten Funktionenklasse ersetzt. Ahnliches gilt
fir die numerische Integration (etwa bei der Trapez- oder
Simpsonregel). Solche Fehler kdnnen oft durch sogenannte
"Glattheitsvoraussetzungen'" abgeschdtzt werden.

Naturgemdfl kann lber Verfahrensfehler wenig Allgemeines ge-
sagt werden, sie missen bei jedem Algorithmus fir sich unter-

sucht werden.

Unsere weiteren Betrachtungen gelten daher den Rundungs- und
Verfahrensfehlern. Dazu definieren wir

absoluzter Fehlen := berechneter Wert - idealer Wert

absoluter Fehler
idealer Wert

Entscheidend ist natiirlich stets der relative Fehler.

nelativen Fehlen :=




11. ZAHLDARSTELLUNG AUF DIGITALRECHNERN. RUNDUNGSFEHLERANALYSE

Meist wird auf Digitalrechnern eine Zahldarstellung im Dual-

svstem verwendet:

Die An-ahl der Dualstellen (bzw. Dezimalstellen) ist festge-
legt durch die sogenannte Wortlange.

Bei der sogenannten Festpunktdarstellung (oder Festkommadat-
sze2fung) ist eine Anzahl von Stellen vor dem Komma fest re-
serviert und eine Anzahl von Stellen nach dem Komma. Solche
Maschinen finden bei kommerziellen Rechnungen Verwendung und

sind fur wissenschaftliche Rechnungen ungeeignet.

Bei der sogenannten GLeditpunktdarsteflung (oder GLeitkommadar-
stelfuna) wird die Lage des Kommas durch einen Exponenten an-

gegeben, d.h.
X = a -Zb (bzw. x = a -10b)

mit lal <1, b ganz. a heifit Mantdisse, b heiflt Expenent unddie
Voraussetzung lal <1 bedeutet, daff der Exponent so zu wdhlen
ist, dal die Mantisse erst nach dem Komma Ziffern aufweist,
die ungleich Null sind.

Auf Rechenanlagen ist nun eine feste Anzahl t von Stellen fur
die Mantisse reserviert und eine feste Anzahl e von Stellen
£ir den Exponenten. Zusidtzlich sind noch zwel Stellen fir die
Vorzeichen von Mantisse und Exponent reserviert. Damit ist
aber die Darstellung einer Zahl noch nicht eindeutig, dennman
xann die Mantisse ja nach dem Komma noch mit einer "beliebi-

gen" Anzahl von Nullen beginnen lassen und diese 'Verschie-
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bung" der Mantisse durch den Exponenten kompensieren. Man

wihlt daher die sogenannte Noamalisdierte GLeitpunhtdarstel-

fung, d.h. der Exponent wird

so gewdhlt, daf die erste Zif-

fer der Mantisse von Null verschieden ist. Das bedeutet im

Dualsystem lal 22 ,

) -1
mein tal 2p ,

im Dezimalsystem [al 2107

und allge-

wobei p die Basis des Zahlsystems ist. Eine

7ahl in binirer normalisierter Gleitkommadarstellung hat so-

mit folgendes Aussehen:

0 e-1
27+...+8 2 )
L -1 -t)_ (B e-1
X = :\0_12 Yoo ra 2 2 ;
a_, = 1 a_; = 0 oder 1 fir i = 2,3, ,t
Bi = 0 oder 1 fur i = C,1,...,e-1

Offensichtlich kann die Zahl
kommadarstellung dargestellt
Sonderstellung.

0 nicht in normalisierter Gleit-
werden und besitzt daher eine

Aus alldem ergeben sich zundchst folgende Folgerungen:

1) Zur Durchfiihrung eines Algorithmus stehen nur endlich vie-
le Zahlen einer bestimmten Bauart zur Verfiligung, sogenann-

te "Maschinenzahlen".

2)

Es gibt keine beliebig grofen und beliebig kleinen Zzahlen

und es gibt keine beliebig benachbarten -ahlen.

Die Kdrperaxiome sind verletzt.

Summe, Differenz, Produkt

und Quotient zweier Maschinenzahlen sind i.a. keine Ma-
schinenzahl; Assoziativgesetze und das Distributivgeset:

sind verletzt.

Will man eine Zahl, die nicht im Bereich der Maschinenzahlen

liegt, durch eine Maschinenzahl darstellen, mufl somit ab der

Mantissenstelle a_(t+1)...
den.

gerundet oder abgeschnitten wer-
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Ner zur Verfigung stehende Beredich ven Maschinenzanlen ist
somit durch die Basis p, die Lidnge der Mantisse t und die
linge des Exponenten e eindeutig festgelegt und wird mit

M (p,t,e) bezeichnet. Ist zusdtzlich noch festgelegt, ob nach
der let-ten Stelle der Mantisse abgeschnitten oder gerundet
werden scll, so spricht man von einer Maschinenatrithmezik.
Eine Maschinenarithmetik mit runden bezeichnen wir mit
[M(p,t,e),rd], eine Maschinenarithmetik mit abschneiden be-

zeichnen wir mit [Pi(p,t,e),{a].

Beriicksichtigt man den Exponenten nicht, so kann der absolute
Fehler beim Runden der Mantisse somit abgeschdtzt werden durch

Ird(a) - al s% p"t

Der relative Fehler beim Runden auf Zahlen in normalisierter

Gleitkommadarstellung kann (unabhidngig vom Exponenten, der

sich wegklirzt!) somit abgeschdtzt werden durch

rd(x) - x 1 _-t+1 _,

- <5 P eps .

"eps' nennt man die Maschinengenauigke«t, und sie kann auch
als die kleinste positive Maschinenzahl g definiert werden,

fir die gilt
rd(1 +g) >1 .

Wird somit eine Zahl x auf eine Maschinenzahl gerundet, so

gilt
rd(x) = x(1 +¢) mit lel £ eps ,

wobei ¢ der realtive Fehler ist, der beim Runden entsteht.
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Bsp.:

Fir (M(2,27,7),7d] ist eps = 3 . 2726

~ 7,45 1077

22797 w355 .107 13

o —

Fir (M (2,48,10),rd] ist eps =

Offensichtlich ist es sinnlos, auf Maschinen mit solchen Ma-
schinengenauigkeiten kleinere relative Fehler zu verlangen.
Zwei Beispiele sollen nun bindre aschinenarithmetiken erliu-

tern.

Bsp.: Welche Zahlen sind in der_(unrealistisch einfachen) Ma-
schinenarithmetik (M (2,2,1),rd]) exakt darstellbar? '

Als Mantissse kommen in normalisierter Gleitkommadarstellung
nur £0.10 und 20.11 in Frage, als Exponent nur 21 oder 0. Sym-
metrisch zum Nullpunkt sind daher 12 Zahlen exakt darstellbar:

+0,25, $0.375, 0.5, 0.75, =1, 1.5
7usdtzlich muf noch die Zahl O dargestellt werden.
Bsp.: Man untersuche die Maschinenarithmetik [M(2,t,e),rd].

Die gréBte Maschinenzahl ist

e-1 e
Z - (] -Z‘t) 22 '1

2 4. ..

Die zweitgréfte Maschinenzahl ist

0 e-1 e
(2-1 .. *2-t+1) .22 +...+2 - _2-t+1) 2271

Die kleinste positive Maschinenzahl ist

-2 2%y 28

2 .2

Die zweitkleinste positive Maschinenzahl ist
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Nie halbe Differen: der beiden grofiten Maschinenzahlen ergibt
(im Bereich der Maschinenzahlen) den grofiten absoluten Fehler
beim Runden, nimlich ’"e -t . Die halbe Differen:z der beiden
kleinsten Maschinen:zahlen ergibt (im Bereich der Maschinenzah-
len) den kleinsten absoluten Fehler beim Runden, némlich
2=t-2% Wihrend also der absolute Fehler enorm variiert, gilt
fir den relativen Fehler (im Bereich der Maschinenzahlen),

wie schon besprochen, die obere Schranke eps = 2”Y. SchlieB-
lich 140t sich auch die Anzahl der Maschinenzahlen (beiderlei
Vor-eichens und ohne Null) leicht berechnen; sie ist'gegeben

durch 282t oy

Soll eine -—ahl berechnet werden, die betragsgroffier als die
gréfte Maschinenzahl ist, so tritt ein sogenannter Exponenten-
iteriaxd auf, der i.a. als Fehler gemeldet wird. Soll eine
~ahl berechnet werden, die betragskleiner als die betragsklein-
ste Maschinenzahl ist, tritt also ein Expcnentenunierfaud auf,
so wird die Zahl meist gleich Null gesetzt. Der relative Feh-
ler kann dann groBer als eps sein, da ja fiur die Zahl Null

keine normalisierte Gleitkommadarstellung existiert!

Fir arithmetische Verknipfungen bzw. Funktionsauswertungen
gilt also, wenn man sie als Gleitpunktoperationen betrachtet

fclgendes:
rd(x+y) = x *Ty s (xry)(re) )
rd(x -y) =: X -t y = (x=y)(1 *¢,) |
»*
rd(x «y) =: x + y = (x-y)(1 *+e:)
20 ) le 1 <eps

rd(x /y) =: x /*y = (x/y)(1 +e,)

rd (vx) = vx* o= vx (1 teg)

rd(sinx) =: sin x* = (sin x) (1 +€6)J
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Werden zwei Zahlen mit verschiedenen Exponenten in einer Ma-
schinenarithmetik addiert, so muf der Exponent der kleineren
Zahl dem Exponenten der gréferen Zahl angeglichen werden.

Bsp.: [M[10,6,3],7d]

Angleichung -
. 2
0.999727 - 102 ° Exponenten 0.999727 . 102

+ 0.854621 -107 — + 0.000855 - 102

1.000582 . 102

Normalisieren
d. Ergebnisses
— 0.100058 -~ 103

Man beachte, daB es bei der Subtraktion von nahezu gleich
grofen Zahlen zu einer Verringerung der giiltigen Stellen
der Mantisse kommt, man nennt diesen Effekt Ausi{cschung.

Bsp.: [M[10,7,2]),rd]

0.3141592 - 10
- 0.35141333 - 10% normalisieren

Y

0.0000259 - 104 0.2590000

ungliltige Stellen

Man beachte auch, daB die Analyse der Rundungsfehler von der
Reihenfolge abhingt, in der die arithmetischen Operationen
durchgefiihrt werden. Diese Reihenfolge kann durch Klammern,

durch einen geordneten Baum oder durch Angabe des Algorith-
mus spezifiziert werden.

a2 -sin b

:B_S.E': c

Angabe der Reihenfolge der Operationen durch Klammern:
((a - a) -sin b)/c

bzw. in Maschinenarithmetik
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((a -*a) -* sin b*) /* ¢

Angabe der Reihenfolge der Operationen durch einen geordne-

ten Baun:

Angabe der Reihenfolge der Operationen durch Angabe des Al-
gorithmus

171 = a - a
T2 = sin b
na = Na = Na

Ne = HJ/C

b-w. in Maschinenarithmetik

1

a-a(l +¢e4)
sin b(1 +e€2)
Tl -?112)(1 +¢3)

(Ra/c) (1 +€a)

RRERR
W
TR

a3

Entwickelt man in erster Ordnung in den £i» SO mufl das Er-
gebnis folgende Gestalt haben: '

exakte Formel - (1 +rel. Fehler)

wobei der relative Fehler linear in den €5 sein mufl.
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Rundungsfehleranalyse

Me = ((@a-a(l+e1) -sin b(1 +€2)) (1 +e3)/c) (1 +cu)

a2 sin

= (a2 -sin b) ( *37sIn 5 ¢ C a’-sm—E 2/(1 +€3) (1 +ea)/c
(
\

2 s
~ 2 sin b
c

sin b
! +a2 sin b °* T aZ-sin p f2 T ¢3 +£“)

le.] € eps
1' P

Setzen wir etwa die Arithmetik [M (10,6,3),rd] voraus, so ist

eps = % 103 .

Der relative Fehler kann somit abgeschidtzt werden durch

sin b

37-sin B| €PS * Zeps

32
aZz-sin b éps *

Kritisch ist somit der Fall, wo
a2 ~ sin b .

Man beachte, dafl bei einer Funktionsauswertung der entstehende

Rundungsfehler unabhingig von der Funktion ist.

Bsp.: Die Zahlen
a = 0,1732051
b = 0,3141592 - 10
c =-0,3141333 . 104

sollen in der Arithmetik [M (10,7,2),rd) addiert werden und
zwar nach folgenden Algorithmen:

a) (a +*b) *+*c
B) a +* (b+*¢)
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- 10

a) 0,3141592
73 - 10*%

0, 00001

0,3141765 - 10"
-0,31415535 - 10*

0,0000452 - 10

Das normalisierte Ergebnis ist somit
(a +*b) +* ¢ = 0,4320000.

B) 0,3141592 - i0*
-0,5141553 - 10*

0,0000259 - 10*
0,1752051
0, 2590000
0,4322051

Das normalisierte Ergebnis ist somit
a +* (b+*c) = 0,4322051.

Offensichtlich ist das Assoziativitdtsgesetz verletzt, das
Ergebnis im Fall B) ist wesentlich genauer als im Fall a),

wie sich auch durch Rundungsfehleranalyse zeigen 1dfit.

Rundungsfehleranalyse fir a):

(a+*b) +* c = ((@a+b) (1 +es) +c)(1 *+ea)

m(a+b+c)<1+;%§Ec,+aJ

a+b 0,31 -10%

, 3
a+*brc 0,435

~ 0,72 - 10%

Fiir diese Maschinenarithmetik ist eps = % 10-¢ und somit kann
der relative Fehler abgeschdtzt werden durch

) ] - 1'. -6 kS . -2
0,72 . 104 . - + 10 e+ 5 10 ~ 0,36 10
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und der absolute Fehler durch
0,36 - 10-2 . 0,43 ~ 0,0015 .

Daraus folgt, dafl nicht einmal die dritte Stelle nach dem

Komma garantiert werden kann.

Rundungsfehleranalyse fiir B):

(a+*(b+*c)) = (a+(b+c)(1+e4)) (1 +¢€2)

s (a+b+c) (1 +E%%£—

rC €4 + Cz)

b+¢ 0,26
a+b+c ~ 0,33 = 00 -

Somit kann man den relativen Fehler abschdtzen durch
0,6 - 5 1076 + = 10=¢ = 0,8 - 10-°

und den absoluten Fehler durch
0,8 « 10-% . 0,43 ~ 0,34 . 10~°

Eine Abweichung vom '"exakten' Resultat kann also hdéchstens in
der letzten Stelle des Ergebnisses erwartet werden.

Bsp.: Nun soll a2 - b2 berechnet werden und zwar nach folgen-
den Algorithmen

a) (a -*a) -* (b -+*Db)
B) (a+*b) -* (a-*b)

Rundungsfehleranalyse fir a):

((a-a)(1+eq4) - (b-b)(1 +e2)) (1 +ea)

a3 b3
~ (a2 - b2) (1 *-a—-’-_—E; €1 - ga-p7 €2 "‘CJ)
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Der Algorithmus ist somit "gefdhrlich", falls a2 ~b3 (Aus-
16schung!). Der gesamte absolute Rundungsfehlereinflufl kann

abgeschitzt werden durch

la2gq - b2ey + (@32 -b2)esl € (a2 +b2+ a2 -b2|)eps

Rundungsfehleranalvse fir B):

((@+DbB) (1 +e4) - (a=-b)(1 +£2))(1 +¢a)
m (a2 -b2)(1 +¢eq1 +62 +¢3)

Der gesamte absolute Rundungsfehlereinfluf kann somit abge-

schitzt werden durch
| (a2 - b2)(e+ +€q4 +€4)| € Jeps-la2 - b2|

Vergleicht man nun die beidem Rundungsfehler, so erkennt man,
dafl fir %-s,%lz €3 Algorithmus B) '"stabiler" ist, andernfalls

aber Algorithmus a).

3sp.: Nun soll die Wurzel y = -p +Vp2Z+q der quadratischen Glei-
chung y2 +Ipy -q = O berechnet werden und zwar nach folgendem
Algorithmus:

]

1 = p-p

72 = 11 *q

?‘13=\/;‘a_;
Ne = =D *ns
bzw.
Tro=pep(l teq)
M2 = (R1 +q) (1 +¢2)

;73 "@ (1 +¢3)

w = (-p+73) (1 +¢u)
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Ma = (-p + VIP2(T *€1) *q) (T *€2) (1 +¢3)) (1 +¢ca)
Entwickelt man in erster Ordnung in £, SO erhilt man

e =y /1 -2 -+!E;Z§ (% E%E;E €1 +% ta * € *Cu))
Gefdhrlich ist offensichtlich jener Fall, wo p>0 und q~0
ist, weil dann die Koeffizienten der es sehr grofl werden kdn-
nen. Um den Algorithmus flir diesen Fall "stabil" zu gestalten,
kann man so vorgehen, daf man die zweite Wurzel der quadrati-
schen Gleichung ya2 = -p-Vp% +q berechnet und dann aus der Re-
lation y4 - y2 = -q das gewlinschte y,.

Bsp.: Man berechne d = va2 +b? - Zab cosy nach folgendem Algo-

rithmus:

M1 = a-a(l +eq) Me = Nu - ns(1 +c¢)
T2 = b-b(l+e3) My = (M +Ma) (1 +£7)
Ma = a-b(1+¢3) fe = (M7 -TMe) (1 +¢ca)
Ma = 2 +Na(l +ea) 'ﬁo=\/'—r7:(1+cs)

Ms = cosy (1 +¢es)

Rundungsfehleranalyse

ne = [((a2(1+£4) +b2(1+22)) (1 +€9) -
- 2ab(1+e3) (1+cu)cosy (1+es) (1+c6)) (1+c8) 17 (14¢0)

~ d (1 +f§; (e1+ey+€g) +

ab cos
- ——33——1 (63+Cu*ts*£e+£.) *Co)

bz
+ m (82"87*50)
Obwohl unsere Darstellung der Maschinenzahlen die wesentlichen
Charakteristika trifft, weicht aber doch die Realisierung auf
Maschinen gelegentlich etwas davon ab.
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111, FORTPFLANZUNG DER DATENFEHLER

wihrend bei der Analyse der Rundungsfehler bei jeder arith-
metischen Operation und bei Funktionsauswertungen, die
durchgefiihrt werden, ein relativer Fehler zu bericksichti-
gen ist, wird nun die Auswirkung der relativen Fehler sdmt-

licher (oder einiger) Eingangsdaten untersucht.

Es seien ¢, und ty die relativen Fehler von x und y (x,y #0),
d.h.

oder

X=x(+e), y=y(re)

Wir untersuchen, wie sich diese relativen Fehler auf den re-
lativen Fehler des Ergebnisses auswirken, wenn x und y durch
arithmetische Operationen verkniipft werden, oder wenn Funk-
tionen dieser Eingangsdaten gebildet werden.

Es gelten die folgenden

Fehlerfortpflanzungsformeln 1. Ordnung:

x/y y
< X
3. Xty : Cxty T Xty £, * ;%}y ty falls (xty)* O
n
4 X an ~ ne

u

=7
™
2
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X

6. e’ eex X e,
7. Inx: €1n x m-l—nj—x- €y
8. sinx: €oinx ~ (x c1:gx)e:x
9. COoSsS X : Eeosx ® (-x tgx)cx
10. tgx: ctgx ~ E{%%f £
Beweis von 2:
%’%(11-:—:—’5- *;'C;("'E)U-ay*c;-...)
= % (1 +e_-€_ +c))

X D)
Glieder héherer Ordnung
(i.a. sehr klein)
Niherung fir den relativen

Fehler des Ergebnisses;

Beweis von 5:

b
1
< B
bed
+
™
i
=
j
™

L}
§|:1
—~
—
+

1 1 {1
HC ﬁ ﬁ')2‘°2+"'>

Glieder hoherer Ordnung
(vernachldssigt);

Beweis von 6:

~ Xe (xe )2
e* = X(1*ex) o X Xfx - e™ (1 + 1f + ,f +...) ~ el +xe)
ad 3: Die Addition ist gefdhrlich, wenn x = -y. Die Faktoren

xzy ,;%— heifien Verstirkerfaktoren oder Konditicnszahlen.

Allgemein gilt (nach der Taylorformel):
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Fehlerfortpflanzungsformel 1. Ordnung in einer Variablen:

£(X) = £(x(1 +€)) = £(x) + xe £'(x)

= £(x) (1 x 'fﬂ%l eL)= £(x) (1 +¢
T
“£(x)

£(x))

Fehlerfortpflanzungsformel 1. Ordnung in zwei Variablen:

PraiN 3 3
ERF) = £l v e ),y(1+e)) ~ £0x,y) +xe, FEeye 32
_ X 3f - 3f
= f(x,¥) (1 *\T—(——)-x’y 3% €X+?—(—L—Tx,)’ —3—)-; C)i)

¥
“£(x,y)
EC 0" eg(x,y))

Nun soll fir jene Beispiele, die wir einer Rundungsfehlerana-
lyse unterzogen haben, auch eine Datenfehleranalyse durchge-

fiihrt werden.

a2 -sin b

Bsp.: c
Datenfehleranalyse

a?2(1 +ca)2-sin b(1 + (b ctgb)cb)

~
c(1 + sc)
N 232-sin b [, 2a2 , -_bcosb 1
c 27-sin b “a"af-sin b ‘b Tfr?g
N 22-sin b f 2az2 _ _bcosb

c \1’*a2-51n b ‘a "az-sin b b '°c>

Dasselbe Ergebnis erhdlt man durch direkte Anwendung der ana-
logen Fehlerfortpflanzungsformel 1. Ordnung in drei Variablen.
Kritisch ist wieder der Fall a2 ~sin b.
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Man beachte, dafl die Datenfehleranalyse unabhidngig von der
Reihenfolge der Auswertung ist.

Bsp.: a+b+c

Datenfehleranalyse

a(l +ca) + b(1 +cb) + ¢c(1 +cc) =

a b c
- (a+beo) (1o gviae f tavEe 4 tTvhE o)

Bsp.: a2 - b2
Datenfehleranalyse
_ 2 _ { 2a2 __2b2 \
az(1 +ca)3 b2 (1 +cb)2 ~ (a2 - b2) \1 ‘3353 Y2 "33 -53 ty)

Bsp.: y =-p + Vp* +q

Datenfehleranalyse

- p(1 +8p) + vp2 (1 +cp)= +q(1 +eq) ~

~ (-p +VPTT ) (1___12__.; +R*VpT+g V“z)
vpz+q P 2vpF+q ¢

Bsp.: d = va2 +b2 - Za bcosy

Datenfehleranalyse

Va2(1+ca)3 +B7(T+cb)3 -23(1+ca)b(1+cb)cosv(1-Ythgy) ~

~ d (1 ,a%-abcosy ,b3-abcosy

abysiny
I3 €a d3 fp * ‘r)
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Diese Aufgabe kann etwa in folgenden Text eingekleidet werden:
Der Abstand d :wischen den Punkten A und B kann wegen eines
Hindernisses nicht gemessen werden. Statt dessen werden die

Distanzen a und b zu einem Punkt C und der Winkel y gemessen.

Es gilt dann d = vaZ +b2 - Zab Cos Y.

a) Man bestimme die absoluten Konditionszahlen Ka’ Kb und
KT fir die Bestimmung von d bezliglich der absoluten Feh-
ler in a,b und y. Man zeige, daB IKaI und IKbI stets
kleiner gleich 1 sind.

b) Bei einer Messung ergab sich
a = 74,83 £ 0,0Z m b= 53,19 £+ 0,02 m
Yy = 35012 23"
Wie stark kénnen sich diese MeBungenauigkeiten auf den

berechneten Abstand d auswirken?

Nach der obigen Datenfehleranalyse gilt

a-bcosy
3~d ——-—-—a—-——‘ (asa) +

b-a cos ¥y ab siny
—— (bey) + (ve,)

\ ] { ) \ J \ J \ J \ J\ J
d X Aa X, b K A
a a b Y Y
K| la-b cos vl - \[a2+b2cosiy-23bcosY < 1
a VaZibi-Jabcosy a2+b2-Zabcosy
a b sinYy
adl € 1 - 1aal +1 - |abl + max max max - __ [AY |
PY) P o 3 . '
vamin*bmin Zamaxbmax COSYmin

Durch einsetzen erhilt man ladl €£0,09 m.
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1V. SCHLUSSFOLGERUNGEN

Wir haben in unseren vorgehenden Betrachtungen die Analyse
der Datenfehler und der Rundungsfehler streng getrennt.
Dies sollte aus didaktischen Erwidgungen stets getan werden,
weil doch die Behandlung dieser beiden Fehlertypen durchaus
verschieden ist. Natiirlich treten bei der Auswertung jeder
Formel i.a. sowohl Daten- wie auch Rundungsfehler auf, aber
es ist leicht einzusehen, daB sich der relative Gesamtfeh-
ler als Summe des relativen Datenfehlers und des relativen
Rundungsfehlers darstellen 14ft.

Vorbedingung ist natiirlich die Fdhigkeit, eine '"gestorte"
Formel in erster Ordnung zu entwickeln. Mit der im III. Ab-
schnitt angegebenen Formeltabelle ist dies in der hdheren
Schule durchaus méglich und man braucht dann weder auf die
Formel von Taylor noch auf die Reihenentwicklungen der ele-
mentaren transzendenten Funktionen zurilickzugreifen.

Jedenfalls riicken Analysen dieser Art die Mathematik in die
Nihe des "realistischen Problems'", sie schirfen den kriti-
schen Verstand und es kommt ihnen ein bedeutender Bildungs-

wert zu.

Weiterfithrende Literatur:

Stetter, H.J.: Numerik fiir Informatiker:
Computergerechte numerische Verfahren
R. Oldenbourg Verlag, Minchen 1976.

Stoer, J.: Einfilhrung in die Numerische Mathematik I
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